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Clasa a IX-a

SOLUTII

Problema 1.

Solutie.Conditia data arata ca exista xe Q astfel incat % =X, pe care o scriem in forma

\/; —-Xx- \@ = x-v/b —~/a .Prin ridicare la patrat obtinem

p+x2 -q—2-x‘\/ﬂ—x2 -b—a=-2-x-<Ja-b . Notim p+x2 -q—x2 -b—a =y siridicam din nou la
patrat.Relatia devine : y2 +4.x° p-q—4-x- y-\/ﬂz4-x2 -a-b

Daca y # 0 atunci \/ﬁ € Q fals.

Dacd y =0 atunci determindm perechea (a,b) din conditiile: a-b=p-q si xe Q.

Pentruca p/a-b si p este numar prim rezultad cd p divide pea sau p divide pe b
Daca p divide pea avem a:psib:qdarx:\/ze Qsaua=p-qsib=1dar x¢ Q
q

Daca p divide pe b obtinem b= psi a=gq,ar x=1€ Q sau b=p-gsi a=1dar x¢ Q
In concluzie M ={(q, p)}.
Problema 2.

MB N S T — S —
Solutie. a)Notam 25 = x NC _ | i obtinem FM = ——.FB+——FA ,FN =——.FC+— . FA
MA NA x+1 x+1 y+1 y+1

Cautdm «, fe R astfel incat FA=a-FB+ B FC . Atunci descompunerea vectorilor FM si FN fin

l+0{-x_f§+,3-xf6 ’
x+1 x+1

baza formata din vectorii (flqi’, FE‘) este data de relatiile: FM =

— 'y — 1+pB-y — _. .. e )

FN = 0!_);‘ FB +L1y- FC .Din conditia de coliniaritate a vectorilor FM si FN se determind
y+ y+

a,feR .intr—adevér, coordonatele celor doi vectori in baza (fg, Fé) sunt

+a-x  fBex

a-y 1+p-y

. 1 . < . .
proportionale: sau - x+ -y =—1.Din ipoteza are loc si relatia b? - x+c?- y= a’ .

2 C2

Urmeaza cd sistemul are solutii orice pereche (x,y) cu x,y€ (0,1) echivalentcu @=-—, f=——
a a

Deci, punctul F este caracterizat prin relatia a®> - FA+b*> - FB+c*-FC =0 sau folosind regula lui
2 . 2

Chasles prin vectorul de pozitie AF = 5 3 -AB+ 5 3 -AC care arati ca F este fix.
a“+b" +c a”+b"+c
2 2 2 2 2
BD — b — —
b)Daci AD L BC,De (BC) awnci BD=— §i DC="" AtnciZ2 = g AD=" 4B+ . 4C.
a a DC b2 a2 a2



— 1 — — 1
Conform punctului a) AF = 3 ‘(bz AB+c? AC) siavem AF _5 AD .
2-a
. b2 — 2 BD _¢*
¢)Din caracterizarea punctului fix F obtinem AF =—-FB +— FC .Construim D € (BC),— DC b2
a’ a’
_ p: — P
sirezultd cd FD = > -FB+ > - FC .Deci punctele A,F,D sunt coliniare. Construim Pe (BC )
b”+c b”+c
2
astfel Incat<cPAC = <tBAD .Din relatia lui Steiner obtinem ca BD BP :i ,deci BP=PC .
DC PC AC?
Daca MBCN inscriptibil atunci <xAMN =<ACB si cum <MAF =< CAP rezultd cda aAMF ~aACP
Din sirul de rapoarte egale ME = AM = MN = MN obtinem MF = MN
PC AC BC 2-PC
Reciproc,daca F este mijlocul segmentului (MN) atunci AF = 1 (A—A/T - A—1\7) _AM AB +ATN AC.
c

2
. . . - AM AN .. . . <
Din unicitatea descompunerii vectorului AF obtinem ac :E.Adaugam *LMAN =< CAB si rezulta

cd AAMN ~aACB ,deci MBCN inscriptibil.

Problema 3

Solutie. a)Determinim ordinea (i, i,,...i, ) pentru care suma S (i, i,,...,i, ) este maxima.Dacd

schimbam intre ei indicii de pe pozitiile p i q, 1 < p < ¢ <n vom obtine o suma mai mica decéit cea

maxima:

a-by +ay-b, +...+a, ‘bl-q +...+a, ‘b,.p +...+a, b <a-b +ay-b, +...+a, -bl-p +...+a, -bl-q +...+a,-b

Dupa reduceri ob‘glnem(a =

a, ) : (b,-q —bip ) <0 din care rezulta bl-q > bip pentru orice p,q cu

1< p < g < n.In concluzie,permmutarea (4,00 ) defineste suma maxima daca pentru orice

1< p<q<n rezultdi, <i, care aratd ci (ij,i,...i, ) este ordonatd crescitor, (ij,iy,...i,) =(1,2,...n)
Suma maximi este S(1,2,...n)=a, b +a, b, +...a, b,

Pentru a determina ordinea indicilor (i,i,,...i,) pentru care se realizeaza suma minima procedam la fel

si obtinem (a p—ay ) : (b- —b ) >0, adica i, > i pentru orice 1< p <g <n,ceea ce aratd ca permutarea
P

1
q
este ordonatd descrescdtor i suma minima este S(n,n—1,...1)=a,-b, +a, b, | +...+a, b .

b)Pentru ca expresiile sunt simetrice 1n a,b,c putem considera 0 < a <b < ¢ din care rezulta

1 1 1 ) ) a" b" " C
< < si a" <b" <" .Conform punctului a) suma + + este maxima si
b+c a+c a+b b+c a+c a+b
_oat b" c" a" b" c"
rezulta + + > + +
b+c a+c a+b a+b b+c a+c
a" b" c" a” b" c"
+ >

+ > +
b+c a+c a+b a+c a+b c+b

. . a" b" " a"+b" b +c" "+ad”
Prin adunare rezulta ca 2- + + > + +
b+c a+c a+b a+b b+c c+a
Dar a"+b"2%-(a+b)‘(a"_l+b"_1)(:)(a—b)-(a"_l—bn_l)ZO.

n n n n n n

N e . . a +b b +c" ¢ +a - - -

Scriind si inegalitatile analoage urmeaza ca + + >a" " 4" " ceea ce
a+b b+c ct+a

termind demonstratia.



